Fonctions réelles d’une variable réelle

0.1 Definitions

Une application f d’'un ensemble E est dite fonction numérique ou fonction réelle si
elle prend ses valeurs dans I’ensemble R des nombres réelles. Si E est une partie de R on
dit que f est une fonction réelle d'une variable réelle.

On notera f la fonction, alors que f(z) désigne I'image de x par la fonction f (la valeur
que prend la fonction f au point x).
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Exemple 1. L’application f qui associe a chaque x de R, f(x) = x* est une fonction

réelle a variable réelle.

0.2 Graphe d’une fonction

On appelle graphe d'une fonction réelle f, la partie de R xR formée des points (z, f(x)),
re k.

0.3 Monotonie

Soit f: E — F (E,F C R) une fonction réelle.

0.3.1 Croissance

On dit que f est croissante si :
Vay,x9 € B, 29 > 11 = f(22) > f(a7)
et on dit que f est strictement croissante si :
Vay,xy € B 1y > 11 = f() > f(21)

Exemple 2. La fonction fi(x) = 2z + 1 est strictement croissante sur R. En effet, pour
tous 1,15 € R, on a :

To >T] = 209 > 201 =200+ 1>20:+1= fl(ZL‘Q) > fg(l’l).
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0.3.2 Deécroissance

On dit que f est décroissante si :
Vay, 29 € B, 29 > 11 = f(22) < f(a7)
et on dit que f est strictement croissante si :
Vay, w9 € B xe > x1 = f(12) < f(21)

Exemple 3. La fonction fo(x) = —2x + 1 est strictement décroissante sur R. En effet,
pour tous x1,ro € R, on a :

To>T] = 209 < =201 = 209+ 1< 221 +1= fQ(ZL’Q) < fg(xl).

0.3.3 Monotonie

On dit que f est monotone si elle est ou bien croissante ou bien décroissante. Elle est
dite strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

Exemple 4. Les deux fonctions fi et fa sont strictement monotones.

0.4 Fonctions majorées, minorées, bornées

Soit f: E — F (E,F C R) une fonction réelle.

0.4.1 Fonctions majorées
On dit que f est majorée ou bornée supérieurement si :
dM e R,Vz € E, f(x) < M.

Exemple 5. La fonction g(z) = est magjorée par 1. En effet, pour tout x € R, on a :

_1
2x24+1

2>0=>22>0=>2%24+41>1=>

2x2+1§1:>g(x)§1.

0.4.2 Fonctions minorées
On dit que f est minorée ou bornée inférieurement si :
dm e R,Vz € E, f(z) > m.

Exemple 6. La fonction g(x) est minorée par 0. En effet, pour tout x € R, on a :

_ 1
T 22241

2>0=22>0=>2241>0=>

2x2+120=>g(:c)20.
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0.4.3 Fonctions bornées

f est dite bornée si elle est a la fois minorée et majorée. C’est a dire :
Im, M e R,Vox € E,;m < f(x) < M.

Exemple 7. La fonction g(z) = est magorée par 1 et minorée par O :

1
2x241
0<g(z) <1, VzeR.

FElle est donc bornée.

0.5 Fonctions paires, impaires, périodique

Soit f: E — F (E,F C R) une fonction réelle.

0.5.1 Fonctions paires
On dit que f est paire si :
Ve e E, f(—x) = f(z).
Exemple 8. La fonction hy(x) = 22% est paire. En effet, pour tout x € R, on a :
hi(—z) = 2(—x)* = 22° = hy(z).

0.5.2 Fonctions impaires
On dit que f est impaire si :
Ve € B, f(—x) = —f(x).
Exemple 9. La fonction hy(x) = 2z est impaire. En effet, pour tout x € R, on a :

ho(—z) = 2(—x) = —2x = —ha(x).

0.5.3 Fonctions périodiques
On dit que f est périodique si :
I e R, T#0,Ve € E, f(x+T) = f(2).

La constante T est appelée période de la fonction f.

0.6 Limite d’une fonction

Soit f: E — F (E,F C R) une fonction réelle et soit 2o un point de R.
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0.6.1 Deéfinition

On dit que [ € R est la limite de f au point xg si :
Ve>0,In >0/ |z —xo| <n=|f(z) -1 <e

On écrit alors :
[ = lim f(z),

T—x0
ou :
f — [ quand x — x,

et on lit : f tend vers [ quand x tend vers x;.
Si la limite de f au point z( existe alors elle est unique.

0.6.2 Limite a droite, a gauche
On dit que [ € R est la limite a droite au point xg si :
Ve>0,3n>0/Ve:xg<ax<zg+n=|flz)-1] <e

On écrit alors :
[= lim f(x).

ZE—>Z‘E)F

De méme,on dit que [ € R est la limite a gauche au point z si :
Ve>0,In>0/Ve:zp—n<z<zo=|f(zx)—I] <e

On écrit alors :
[ = lim f(x).
I—h’ﬂo
Si la limite de f au point x( existe et si les limites a droite et a gauche existent alors elles
sont égales a cette limite. Inversement, si la limite a droite et a gauche existent et sont
égales alors la limite existe et elle est égale a leurs valeur commune.

0.6.3 Limite a l’infinie
Quand z devient infini, on écrit

si

Ve>0,3A>0 : 2> A= |f(x) -l <e

De méme,

lim f(z)=1

r——00
signifie

Ve>0,3JA>0 : 2 < A= |f(zx) -l <e
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0.6.4 Limite infinie

Soit xg un point de R. Alors,
lim f(z) =400 & VA>0,In>0 : 0<|z—x0| <n= f(z) > A

T—x0

lim f(z) =—c0 & VA>0,In >0 : 0<|z—xo| <n= flz)<—-A

T—T0

quand x devient infini,

lim f(z) =400 VA>0,3B>0 : 2> B= f(x)> A

T—-+00

lim f(x)=+400<VA>0,IB>0 : 2 <—-B= f(z) > A.

r—-+—00

lim f(z)=—-0c0ceVA>0,3dB>0 : 2> B= f(zx) < —A.

T—-+00

lim f(z)=-0c0&VA>0,3B>0 : o <—-B= f(zx) < —A.

r——00

0.6.5 Opérations sur les limites

Soit f et g deux fonctions numériques définies sur une méme partie de R et admettant
au point xo les limites [ et I’ respectivement. Alors,

Jim [f(2) + g(w) =1+
lim [\f(2)] = M, (A €R).
lim [ (x)g(x)] = I

T—T0

Jim |7(2)] = |1

lim L&) = L g +£0.

r—T0 g(z) o l

Exemple 10. Cherchons la limite lirll 22,
T—r1T00

Lorsque x — 400 on a :

lim 2> = lim 2 x2= lim 2 x lim 2= (4+00) x (4+00) = +00.
r—-+00 T——+00 T——+00 T——+00

De la méme maniere on montre que pour tout entier non nuln, on a :

lim 2" = +o0.
T——+00

Ce qui donne que pour tout polynome P(z) d’ordre n >0, on a :

lim P(z) = lim (apx™ + a12™ ' + ... + ap_17 + ay,)

r——+00 T—+00

= lim aoz"+ lim az" '+ ..+ lim a,_1z+ lim a,
T—400 r—400 T——+00 T—+00

=ap lim 2" 4+a; lim 2" '+ .. 4+a,1 lim z+a,
T—+00 T—+00 T—+00

= ap(++00) + a3 (+00) + ... + a1 (+00) + @, = +00.
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Formes indéterminées
+00 — 0.

0/0.

0.00.

1°°.
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